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摘要
Mark Ainsworth(2014)曾针对单向流方程，利用高阶有限元方法构造离散
波，考察它对于同速情况下的物理波的估计效果。文章不仅给出了详细的分析
过程，更是得到了估计相应Floquet因子的相对误差的显性表达式，同时，将其
与间断Galerkin方法下的相对误差结果进行了对比。然而，事实证明，无论是高
阶有限元方法，还是间断Galerkin方法，它们的估计效果都是具有奇偶特性的。
即是说，在多项式阶数为奇数和为偶数时，Floquet因子的相对误差具有不同的
表达式，进一步来说，当多项式阶数不断增大时，此相对误差的精度并不是均
匀变化的。由此，我们想要寻找另一种数值方法，进行同样的估计，以消除这
种奇偶特性，得到与高阶有限元方法一致，甚至更好的估计效果。
针对这一想法，我们尝试使用了具有许多良好性质的Dual-Petrov-
Galerkin方法来求解同一个单向流方程，得到相应的离散Floquet因子及其估
计的相对误差。通过比较两种数值方法下Floquet因子估计的绝对误差和相对误
差的阶数的具体数值结果，我们发现，Dual-Petrov-Galerkin方法很好地消除了
高阶有限元方法估计时存在的奇偶特性，并在多项式阶数为偶数时，能够得到
更好的估计效果。
关键词：Dual-Petrov-Galerkin方法；高阶有限元方法；Floquet因子
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Abstract
Mark Ainsworth(2014)has studied the ability of high order numerical methods to
propagate discrete waves at the same speed as the physical waves in the case of the
one-way wave equation. His paper presents a detailed analysis of the finite element
method including an explicit form for the discrete dispersion relation. And a compar-
ison is made with the discontinuous Galerkin method with centred fluxes. However, it
is shown that the accuracy of both of high order finite element scheme and discontinu-
ous Galerkin method will be affected by the odd-even order of the polynomial degree.
That is to say, the error estimates of discrete waves share different forms as degree of
polynomials being odd and even. Moreover, the accuracy of error estimates changes
heterogeneously when polynomial degree increases. Therefore, our intention is to find
another method to do the same estimation without that difference.
In this paper, we try to use Dual-Petrov-Galerkin method which contains series of
advantages to propagate discrete waves for the same equation and get the correspond-
ing discrete Floquet multiplier and the relative accuracy of the approximation. By com-
paring the accuracy of the approximation of two methods, it’s shown that Dual-Petrov-
Galerkin method indeed avoids the difference in odd and even order of the polynomials-
especially has better accuracy with even order.
Key Words: Dual-Petrov-Galerkin method; High order finite element scheme; Flo-
quet multiplier
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第一章 引言
1.1 研究背景
Mark Ainsworth(2014)曾针对单向流方程，利用高阶有限元方法得到离散
波，估计同速情况下的物理波，更是给出了估计相应Floquet因子的相对误差
的显性表达式，同时，将其与间断Galerkin方法下的相对误差结果进行了对
比[1]。然而，事实证明，无论是高阶有限元方法，还是间断Galerkin方法，估
计的效果都是具有奇偶特性的[1, 2]。即是说，在多项式阶数为奇数和为偶数
时，Floquet因子的相对误差具有不同的表达式，进一步来说，当多项式阶数不
断增大时，此相对误差的精度并不是均匀变化的。因此，我们想要寻找另一种
数值方法来进行同样的估计，以消除这种奇偶特性，并得到与高阶有限元方法
相同甚至更好的估计效果。
Jie Shen, Li-Lian Wang(2007)在利用Dual-Petrov-Galerkin方法求解线性双曲
方程时，得到了较好的结果，并证明了该方法具有一系列良好的性质[3]。Dual-
Petrov-Galerkin方法最早由Jie Shen(2003) 提出，用于解决三阶及以上奇数阶偏
微分方程[4]。该方法基于双曲方程的自然变分形式，具有基于其他形式的方
法所没有的优点。基本思想在于，选取试探函数(trial function)满足偏微分方
程的基本边界条件，选取检验函数(test function)满足对偶边界条件。这样得
到的试探空间和检验空间能够保证在进行分部积分时，不会产生多余的边界
项。进一步来说，如果两个空间的基函数能够有恰当的选择，对于常系数问题
和良态的变系数问题，最后得到的线性系统将会是稀疏的。除此之外，Dual-
Petrov-Galerkin方法在稳定性、误差分析和应用效率等方面，也具有一定的优
势。
由此，我们尝试使用Dual-Petrov-Galerkin方法来求解之前的单向流方程，
进行同样的估计。通过分析和计算，我们能够发现，该方法确实消除了高阶有
限元方法下所存在的估计效果的奇偶特性，并在多项式阶数N为偶数时，有更
好的估计效果。
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1.2问题描述
1.2 问题描述
给定波速c > 0及适当的初值条件，考虑单向流方程
@tu+ c @xu = 0; x 2 R; t > 0 (1.1)
该方程有一个关键性特征：对于每一个给定的时间频率!，存在非平凡解
u(x; t) = ei!tU(x) (1.2)
其中，U(x) = e ikx, k = !=c.
波数k和时间频率!之间的关系k = !=c为连续问题的扩散关系，而函
数U(x)满足Bloch波条件
U(x+ h) = U(x); x 2 R; h 2 R (1.3)
其中， = e ikh为Floquet因子。
采用恰当的数值方法，可求得方程的数值解uh;N(x; t)，且该数值解满足与
关系式(1.2)相似的形式
uh;N(x; t) = e
i!tUh;N(x) (1.4)
其中，Uh;N属于所用数值方法所涉及的离散空间，且满足
Uh;N(x+ h) = h;NUh;N(x); x 2 R; h 2 R (1.5)
其中，h;N为依赖于网格间距h和数值方法所涉及的多项式阶数N的离
散Floquet因子。
可通过考察离散Floquet因子估计真实Floquet因子的准确性，来考察所采
用数值方法的估计效果。
定义该估计的相对误差为
Rh;N =
  h;N

(1.6)
我们的目标即为考察不同数值方法下，该相对误差的表现。
1.3 本文结构
本文共分为三大部分：第二章介绍相关准备知识，包括文章中涉及到的
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第一章引言
常用记号和性质、有限元方法的简单原理和Dual-Petrov-Galerkin方法的基本原
理、简单应用和误差估计；第三章和第四章分别详细介绍高阶有限元方法
和Dual-Petrov-Galerkin方法的具体求解过程；第五章基于具体数值结果，对两
种数值方法的估计效果进行对比分析。
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第二章 准备知识
求解偏微分方程的数值方法可划分为局部范畴和全局范畴两类。有限差分
法和有限元方法基于局部变量，而谱方法则依赖于全局特征。具体应用时，有
限元方法更加适用于具有复合几何形态的模型，而谱方法虽在区域灵活性上较
差，但往往能达到更好的精度。另外，还有许多如hp有限元方法和谱元法等结
合了局部方法和全局方法的优势的数值方法。[5]
本章介绍文章中所用到数值方法的相关准备知识，包括涉及到的常用记
号及性质、数值方法的基本概念和相关原理，主要介绍Dual-Petrov-Galerkin方
法。
2.1 常用记号及性质
(1)
o
K表示区域K的内部；@K表示区域K的边缘；
 = 
 [ @

(2)
Pk = f
X
jjk
Cx
1
1    xdd ; jj = 1 + 2 +   + dg
(3)
C0(
) = fu 2 C(
) : uj@
 = 0g
(4)
L2!(a; b) = fu :
Z b
a
u2!dx < +1g
H1(a; b) = fu 2 L2(a; b) : @xu 2 L2(a; b)g
H10 (a; b) = fu 2 H1(a; b) : u(a) = u(b) = 0g
(5) L2!(a; b)上的内积< ;  >满足：
1: < u; v >=< v; u > 8u; v 2 L2!(a; b)
2: < v; v > 0 8 v 2 L2!(a; b)
3: < v; v >= 0 , v = 0
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第二章准备知识
(6)
kj =
(
1 k = j
0 k 6= j
(7) PN表示次数不超过N的多项式的集合
(8) A . B表示存在正常数c使得A  cB
(9) (Cauchy-Schwarz不等式)若a1; a2; : : : ; an和b1; b2; : : : ; bn是任意实数，
则有
(
nX
k=1
akbk)
2  (
nX
k=1
a2k)(
nX
k=1
b2k)
(10) (Gronwall不等式)设h(t); y(t)为定义在[a; b]上的连续实函数，h(t) 
0且单调不减，c > 0，若对于一切t 2 [a; b]，有
y(t)  h(t) + c
Z t
a
y(s)ds
则
y(t)  h(t)ec(t a); 8 t 2 [a; b]
(10) 实数域上的Gamma函数定义为
 (x) =
Z +1
0
tx 1e tdt
并且，对于任意正整数n，有
 (n) = (n  1)!
2.2 有限元方法介绍
本节针对有限元方法的基本原理做简单的介绍，仅包括区域的三角剖分，
有限维分段多项式子空间和它的基函数的构造。
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2.3 Dual-Petrov-Galerkin方法介绍
2.2.1 区域的三角剖分
设多边形区域
 2 Rd; d = 2; 3，若如下有限剖分

 =
[
K2 h
K (2.1)
满足，
每个K都为多面体，且
o
K 6= ;；
对于每个不同的区域K1; K2 2  h，有
o
K1
T o
K2 = ;；
如果F = K1
T
K2 6= ;，那么F为K1和K2的公共面、公共线或公共顶点；
对于每一个K 2  h，有diam(K)  h.
则 h为
的三角剖分。
2.2.2 分段多项式子空间
有了区域的三角剖分，可根据剖分构造多项式子空间，最常用的空间为
Xh = X
k
h := fvh 2 C0(
)jvhjK 2 Pk; 8K 2  hg; k  1 (2.2)
2.2.3 基函数的构造
接下来构造空间Xh的基函数。记区域
被划分出的所有的点为aj; j =
1; : : : ; Nh，Nh为点的总数，则基函数'i 2 Xkh满足
'i(aj) = ij; i; j = 1; : : : ; Nh (2.3)
2.3 Dual-Petrov-Galerkin方法介绍
Dual-Petrov-Galerkin方法的提出，最早是用来求解三阶及以上的奇数阶偏
微分方程[4]。该方法基于双曲方程的自然变分形式，具有基于其他形式的方法
所没有的优点。基本思想在于，选取试探函数(trial function)满足偏微分方程
的基本边界条件，选取检验函数(test function)满足对偶边界条件。为了更好地
介绍这一方法，本节会先针对谱方法的基本原理和相关正交多项式的性质，做
简单的介绍，再详细介绍Dual-Petrov-Galerkin方法的应用和误差估计。
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第二章准备知识
2.3.1 谱方法
简单来说，谱方法作为具有全局特征的数值方法，是用一列非常光滑的基
函数的加权求和来估计目标函数，即
u(x) 
NX
k=0
akk(x) (2.4)
其中，基函数k(x)为多项式或三角函数。
实际应用中，基函数有多种选择。例如：
当k(x) = eikx时，称为Fourier谱方法；
当k(x) = Tk(x)时（Tk(x)为Chebyshev多项式），称为Chebyshev谱方法；
当k(x) = Lk(x)时（Lk(x)为Legendre多项式），称为Legendre谱方法。
2.3.2 正交多项式
在谱方法的应用中，基函数的选择具有多样性，就不可避免地同时具有针
对性。譬如Fourier谱方法就只适用于具有周期性边界条件的问题，如果将它
运用到非周期性问题上，则会产生所谓的Gibbs现象。因此，针对非周期性问
题，我们就需要用到正交多项式作为基函数。常用的正交多项式有Legendre多
项式，Chebyshev多项式，Hermite多项式和Laguerre多项式。
首先给出正交和正交多项式的定义。
定义 2.1: 如果函数f和g满足
hf; gi := (f; g)! :=
Z b
a
!(x)f(x)g(x)dx = 0 (2.5)
其中，!为(a; b)上为正的某个固定的权函数。
则称f和g在带权Sobolev空间L2!(a; b)上正交。
易证，定义2.1中h; i为L2!(a; b)上的内积。
定义 2.2: 如果n次多项式序列fpng1n=0满足
hpi; pji = 0; i 6= j (2.6)
则称这一列多项式为正交多项式。
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